


Salary

60000 80000 100000

40000

Choisissons

Years since degree

A
3 [l Adult neurons
AR . Fetal neurons (replicating)
[N Fetal neurons (quiescent)
(=3
(]
[
c
S0
o N
f=4
5
Eo
ar
o
e
1
o
(\Il —
30 20 10 0 -10 -20 -30
Dimension 2
)
o o
o Male §
« Female =3
c ; §
®
V& w
- :
§
o ey RO0
2
s
]
T T T - T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

Years since degree

>

IL-6 (pg/ml)

IL-6 (pg/ml)

un jeu de données

. =] i A
'O
- Nt s " ¢ 87 \a2
Q 4 ~
oL oD
) 4 \
Cl.lJ: Cl.l.x ©
Cay Gy
CSa: S
i i ke —=p
h1.16.x hl.!G.x
Mysy  Mase,
P M @
1.031.644
& on admission
400+
- - m before treatment
1 after treatment
300+ -
200 -
2 *
100+ 3
0 ® R i
ol steefiz i sl
HCQ
# on admission
400+ 4 m before treatment
» . a after treatment
300+ i ;
A
200+ !
100+
0=

Non-HCQ



Quantités géométriques Quantités topologiques

e Valeurs qualitatives
(dimension, nombre de
composantes connexes,
orientabilité)

e Valeurs métriques quantitatives
(diamétre, courbure)

e relations algébriques entre

les parametres e 'nvariants algébriques

(groupes d’homologie,
classes caractéristiques)



>

Quantités géométriques s Bt

* . 4 after treatment
— 300+
E ]
2 2004 o &
7 . . . w0 E
e Valeurs métriques quantitatives = 1004 3 % ,
(diametre, courbure) ol stefie i acios
HCQ
B # on admission
. S - ~ W . . m before treatment
e relations algébriques entre N . y  w sfrkesboat
les parametres R |
100-
o o
§ i —— Non-HCQ
- S— Male - [Wen Wang et al, Hydroxychloroquine application is

associated with a decreased mortality in critically ill patients
with COVID-19]

80000

Salary

60000

[L. Billard, Study of Salary Differentials by Gender and
' ‘ ' ' I Discipline]

40000
L

Years since degree



Quantités géométriques Quantités topologiques

e Valeurs qualitatives
(dimension, nombre de
composantes connexes,
orientabilité)

e Valeurs métriques quantitatives
(diamétre, courbure)

e relations algébriques entre

les parametres e 'nvariants algébriques

(groupes d’homologie,
classes caractéristiques)



Quantités topologiques

A% ) B Adult neurons . ]
B Fetal neurons (replicating) ® Valeu rs qua||tat|ves
S+ Vo Fetal neurons (quiescent) (d e S_O o b e de
Imension, nombr
S DEREERRIICAN composantes connexes,
3 NS orientabilité)
571 LN e e,
| e 'Nvariants algébriques
' (groupes d’homologie,
‘0 20 10 0 1o 20 classes caractéristiques)
" Dimension 2

[S. Darmanis et al, A survey of human brain transcriptome
diversity at the single cell level] ®

a %
3 uﬂbc ’? X &
o] . ) 3
2oL PR oS
Clax Cux @
Cyy Cayy
Cli: i
RS )] T::>
[S. Martin et al, Topology of cyclo-octane energy :"-w-a ;"z-w-x
lI.Iﬁ.v r2.16‘)'
landscape ' :
p ] _hl.lﬁ: hl.lé.z i @

1.031.644



Clax Cx
Cay  Caay
€11z 11z
hl.Il.‘r.x hi Jd6x
hl.l:i.,r hz,m.;
_hl..'iﬁ.z hl l6.z

e S

1.031.644

[S. Martin et al, Topology of cyclo-octane energy
landscape]



Quantités géométriques

e Valeurs métriques quantitatives
(diamétre, courbure)
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relation d’'isométrie relation d’homéomorphie
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On observe un ensemble de points X C R", issu d'une expérience

scientifique.
L 'ensemble X est proche d'un objet géométrique d'intéret M

(sous-variété, ensemble de portée strictement positive, immersion).

Objectif : estimer la topologie de M a partir de X. Ou plus
simplement, estimer ['"homologie de M.
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Homologie singuliere en un transparent

On travaille sur le corps de base Zs. Soit ¢ > 0.

L"homologie (singuliere) de degré ¢ est un foncteur

H; . 'Top — Vecg,.

Autrement dit,

e pour chaque espace topologique X, on a un Zg-espace vectoriel H;( X ),

e pour toute application continue f : X — Y entre espaces topologiques,
on a un morphisme H;(f) : H;(X) — H;(Y).



Homologie singuliere en un transparent

On travaille sur le corps de base Zs. Soit ¢ > 0.

L"homologie (singuliere) de degré ¢ est un foncteur
H; . 'Top — Vecg,.
Autrement dit,

e pour chaque espace topologique X, on a un Zg-espace vectoriel H;( X ),

e pour toute application continue f : X — Y entre espaces topologiques,
on a un morphisme H;(f) : H;(X) — H;(Y).

Exemples



Homologie singuliere en deux transparents

Remarque : un Zo-module de dimension finie est isomorphe a un ZIQ‘C.

Interprétation des groupes d " homologie

Ho(X) vaut ZF ot k est le nombre de composantes connexes de X
/
Hi(X) vaut Z¥ ob &/ est le nombre de trous dans X
/!
Ho(X) vaut ZF" ol & est le nombre de trous de dimension 2 dans X
2

Exemples



Homologie singuliere en deux transparents

Remarque : un Zo-module de dimension finie est isomorphe a un ZIQ‘C.

Interprétation des groupes d " homologie

Ho(X) vaut ZF ot k est le nombre de composantes connexes de X
/
Hi(X) vaut Z¥ ob &/ est le nombre de trous dans X
/!
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Filtration de Cech

On a toujours un ensemble X C R".
Pour tout ¢ > 0, on définit le ¢-épaississement

X'= | ) B(x,1)
reX

ou B(x,t) représente la boule fermée.

La filtration de Cech de X est la collection (Xt)

>0



Filtration de Cech

On a toujours un ensemble X C R".
Pour tout ¢ > 0, on définit le ¢-épaississement

X'= | ) B(x,1)
reX

ou B(x,t) représente la boule fermée.
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La filtration de Cech de X est la collection (Xt)

>0



Filtration de Cech

On a toujours un ensemble X C R".
Pour tout ¢ > 0, on définit le t-épaississement

X'= | ) B(x,1)

reX

ou B(x,t) représente la boule fermée.

‘.

Espoir : pour certaines valeurs de ¢, I'épaississement X est du méme type
d’homotopie que |'objet sous-jacent M



Module de persistance associé a la filtration de Cech

Pour tout ¢ > 0, on calcule les groupes d’homologie de X*.

B

=0 t=0.1
Ho(X?) 730 A%




Module de persistance associé a la filtration de Cech

Pour tout ¢ > 0, on calcule les groupes d’homologie de X*.




Module de persistance associé a la filtration de Cech

Pour tout ¢ > 0, on calcule les groupes d’homologie de X*.




Choose them all.

Data analyst Persistence theory



Module de persistance associé a la filtration de Cech

Soit 7 > 0.
Le module de persistance de i-eme homologie associé a la filtration de
Cech (Xt)tzo est le couple (V,v) ou

o V = (Hz'(Xt))t>0 est la collection des i-emes groupes d"homologie de
chaque X
o V= (vg)0<s<t est la collection des applications v%: H;(X?%) — H;(X")

induites en homologie par les inclusions X% < X?



Module de persistance associé a la filtration de Cech

Soit 7 > 0.
Le module de persistance de 1-eme homologie associé a la filtration de
Cech (Xt>t20 est le couple (V,v) ou

o V = (Hi(Xt))t>o est la collection des i-emes groupes d’homologie de

chaque X

o V= (vg)ogsgt est la collection des applications v%: H;(X*%) — H;(X")

induites en homologie par les inclusions X* «— X?




Code-barre associé au module de persistance associé a la
filtration de Cech
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Code-barre associé au module de persistance associé a la
filtration de Cech
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Code-barre associé au module de persistance associé a la
filtration de Cech
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Code-barre associé au module de persistance associé a la
filtration de Cech
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Code-barre associé au module de persistance associé a la
filtration de Cech
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Code-barre associé au module de persistance associé a la
filtration de Cech
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Code-barre associé au module de persistance associé a la
filtration de Cech
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Code-barre associé au module de persistance associé a la
filtration de Cech
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Modules de persistence

Un module de persistence est la donnée d'un couple (V,v) ol

oV = (Vt)tzo est une collection de Zo-espaces vectoriels

t

_ TIPS TR SRR A O t
o U= (US)Ogsgt est une collection d’applications linéaires v;: V> — V

En plus, on demande que :

e pour tout ¢, vg est |'identité

e pour tout 7, 5,t avec r < s < ¢, on ait v} o v¥ = v!

Autrement dit, le diagramme suivant commute :
t

S
v N Ve, RN v

\_/

vy




Modules de persistence

Un module de persistence est la donnée d'un couple (V,v) ol

oV = (Vt)tzo est une collection de Zo-espaces vectoriels
t

o U= (Us)ogsgt

est une collection d'applications linéaires v’: V5 — V!

En plus, on demande que :

e pour tout ¢, vg est |'identité

e pour tout 7, 5,t avec r < s < ¢, on ait v} o v¥ = v!

Un module de persistence est un foncteur
: +
V. (R, <) — Vecy,
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Modules de persistence

Un module de persistence est la donnée d'un couple (V,v) ou

oV = (V*);=0 est une collection de Z;-espaces vectoriels

PRECES (Uz)ogsgt est une collection d'applications linéaires v’: V* — V*
En plus, on demande que :

e bour tout t, vf est I'identité

e pour tout 7, s,t avec r < s < t, on ait v! o v = vl

Exemple

Le module de persistence associé 3 la filtration de Cech de X est un
module de persistance

~
—————————————
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Chapitre |l : Décomposition des modules de persistance




Modules-intervalles

Soit I un intervalle de R™. On définit le module de persistance V' (I) par :
, pour t > 0, I'espace vectoriel VI = Zo sit € I,

= () sinon.

. pour s < t, I'application linéaire vg =1id sis,t e[,
= (0 sinon.
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Soit I un intervalle de R™. On définit le module de persistance V' (I) par :
, pour t > 0, I'espace vectoriel VI = Zo sit € I,

= () sinon.

. pour s < t, I'application linéaire vg =1id sis,t e[,
= (0 sinon.




Modules-intervalles

On peut définir la somme de deux modules de persistance U ¢ V.

On particulier, on peut sommer des modules-intervalle.




Modules-intervalles

On peut définir la somme de deux modules de persistance U ¢ V.

On particulier, on peut sommer des modules-intervalle.
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Modules-intervalles

On peut définir la somme de deux modules de persistance U ¢ V.

On particulier, on peut sommer des modules-intervalle.
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Décomposition en modules intervalles

Deux modules de persistance V' et W sont isomorphes s'il existe une
famille d'isomorphismes (¢': V! — W) tels que le diagramme suivant

commute en tout s,1 :

Vg

t+e¢

& > V1
lQbs . lf/ﬁt

Ws+e 8+€; Wt+e



Décomposition en modules intervalles

Deux modules de persistance V' et W sont isomorphes s'il existe une
famille d'isomorphismes (¢': V! — W) tels que le diagramme suivant

commute en tout s,1 :

Vg

t+e¢

& > V1
lQbs . lf/ﬁt

S+e€ S+€ t+e¢
% —— W

Un module de persistance V' est décomposable en modules-intervalle s'il
existe une famille d'intervalles (Ij)..c ;- telle que V' soit isomorphe a

Drex V)



Décomposition en modules intervalles

Théoreme [Crawley-Boevey, 2012] :

Si V' est partout de dimension finie, i.e., V't est de dimension finie pour
tout ¢+ € R™, alors il est décomposable en modules-intervalle.

o’/‘
-

s

/P W
& <
Lo S Y

(=

Définition :
Un module de persistance V' est décomposable en modules-intervalle s'il
existe une famille d'intervalles (/). i telle que V' soit isomorphe a

Drex V)



Décomposition en modules intervalles

Si V' est partout de dimension finie, i.e., V't est de dimension finie pour
tout ¢+ € R™, alors il est décomposable en modules-intervalle.

Preuve | Zomorodian, Carlsson, 2005] :

Dans le cas o R™ est remplacé par N.

@ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ > N
VO Vl V2 V3 V4 V5 V6 V? V8 V9 Vl() Vll V12
\\~_’,‘ \\~_’,‘ \\~_’,‘ \\~_’,‘ \\~_’,‘ \\~_" \\~_" \\~_" \\~_" \\~_" \\~_" \\~_"
1 2 3 4 5
vp Vi vy Uz U v vl w8 ) 0l ll of



Décomposition en modules intervalles

Si V' est partout de dimension finie, i.e., V't est de dimension finie pour
tout ¢+ € R™, alors il est décomposable en modules-intervalle.

Preuve | Zomorodian, Carlsson, 2005] :

Dans le cas o R™ est remplacé par N.

@ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ . N

VO Vl V2 V3 V4 V5 V6 V? V8 V9 Vl() Vll V12

\\- f‘ \\- f‘ \\- f‘ \\- r‘ \\- r‘ \\ A \\ A \\ A \\ A \\ A \\ A \\ A
vp Vi vy Uz U v vl w8 ) 0l ll of

On construit |'espace vectoriel V = @, V' = VO x VI x VZ x ..
On munit V d'une action de Zs[z] :

- (ag, ay, as, ...) = (0,v5(ag), vi(ar), vi(as), ...)

Par classification des modules de type fini sur un anneau principal, V se décompose en somme de
composantes

V = Lo €D (Zolar] | diZo[2))

?



Décomposition en modules intervalles

Si V' est partout de dimension finie, i.e., V't est de dimension finie pour
tout ¢+ € R™, alors il est décomposable en modules-intervalle.

Preuve | Zomorodian, Carlsson, 2005] :

Dans le cas o R™ est remplacé par N.

@ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ . N

VO Vl V2 V3 V4 V5 V6 V? V8 V9 Vl() Vll V12

\\- f‘ \\- f‘ \\- f‘ \\- r‘ \\- r‘ \\ A \\ A \\ A \\ A \\ A \\ A \\ A
vp Vi vy Uz U v vl w8 ) 0l ll of

On construit |'espace vectoriel V = @, V' = VO x VI x VZ x ..
On munit V d'une action de Zs[z] :

- (ag, ay, as, ...) = (0,v5(ag), vi(ar), vi(as), ...)

Par classification des modules de type fini sur un anneau principal, V se décompose en somme de
composantes

V = Lo €D (Zolar] | diZo[2))

SN
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Chapitre Il : Stabilité



Distance d'entrelacement

Un e-entrelacement entre deux modules de persistance ((Vt) : (vg)) et
((Wt) , (wg)) est la donnée de deux familles de morphismes

(¢t: Vi WHG) et (wt: Wt — VHG) telles qu'on ait des diagrammes
commutatifs :

S vf; t S+€ Uﬁii t+e
V sV V ——— Vv
lo It o) ll
t+e€ t
W3+e ﬁ) Wt+e Ws Wy y Wt
t+2€
vt vt .t yiTe

- + t+e
\ﬁ W/ N Vw§+2€\¢

. Wt—i—Qe




Distance d'entrelacement

Un e-entrelacement entre deux modules de persistance ((Vt) : (vg)) et
((Wt) , (wg)) est la donnée de deux familles de morphismes
(¢t: Vi WHG) et (wt: Wt — VHG) telles qu'on ait des diagrammes

commutatifs :

T R—I—
& o >
¢° N9
% A > R+
N A
e
’Uf+26
@ i _} - R—i_
¢t \\\ l,’ ¢t+6
Y ~ RT




Distance d'entrelacement

La distance d'entrelacement entre les deux modules de persistance V' et W
est

d; (V,W) =inf{e > 0,V et W sont e-entrelacés}.
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Exemple : 5

et

ont pour distance d’'entrelacement 0.



Distance d'entrelacement

La distance d'entrelacement entre les deux modules de persistance V' et W
est

d; (V,W) =inf{e > 0,V et W sont e-entrelacés}.
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Distance d'entrelacement

La distance d'entrelacement entre les deux modules de persistance V' et W
est

d; (V,W) =inf{e > 0,V et W sont e-entrelacés}.

Exemple : 5
____________ > RT
et
» RT
ont pour distance d’'entrelacement 0.
RT
>




Distance d'entrelacement

Soient X,Y C R", et € leur distance de Hausdorff.
T . dp(X,Y) = max {

SUPpe X mnyY |z —yl|,
supyey infrex |z —yl }

Alors les modules de persistance des filtrations de Cech correspondantes
sont e-entrelaceés.



Distance d’'entrelacement

Soient X,Y C R", et € leur distance de Hausdorff.
dp (X,Y) = max {

SUPre X iﬂfer |z —yl|,
supyey infyex [|l7 — yll}

Alors les modules de persistance des filtrations de Cech correspondantes
sont e-entrelaceés.

| :. . | C o C ° C . C O
XO,l Y0,3 X0,5 YO,? XO,S



Distance d’'entrelacement

Soient X,Y C R", et € leur distance de Hausdorff.
dp (X,Y) = max {

SUPre X infer |z —yl|,
supyey infrex |z —yl }

Alors les modules de persistance des filtrations de Cech correspondantes
sont e-entrelaceés.

| :. . | C o C ° C . C O
XO,l Y0,3 X0,5 YO,? XO,S

Hi (Xo’l) > I‘IZ (X0’5) > I‘IZ (XO’S) _




Distance d’'entrelacement

Soient X,Y C R", et € leur distance de Hausdorff.
dp (X,Y) = max {

SUPre X infer |z —yl|,
supyey infrex |z —yl }

Alors les modules de persistance des filtrations de Cech correspondantes
sont e-entrelaceés.
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DTM-filtrations

Des filtrations qui sont stables pour la distance de Wasserstein plutot que la
distance de Hausdorff.
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Filtration de Cech



D TM-filtrations

Des filtrations qui sont stables pour la distance de Wasserstein plutot que la
distance de Hausdorff.
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Inférence homologique pour les variétés immergées

objet théorique %

objet observé

filtration de Cech
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Inférence homologique pour les variétés immergées

dépliage en
rajoutant des

\ /Nimensions
objet théorique %
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filtration de Cech

filtration de Cech
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Classes caractéristiques persistantes
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