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A ideia de simetria no final do século XIX 2/28

Bernhard Riemann Sophus Lie ~ Wilhelm Killing Felix Klein Elie Cartan Hermann Weyl
1826 - 1866 1842 — 1899 1847 - 1923 1849 — 1925 1869 - 1951 1885 — 1955

1872, F. Klein, Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische Forschungen:
As geometrias ndo euclidianas devem ser estudadas por meio de suas simetrias (Erlangen program).

Inverno 1873, S. Lie:

Um grupo de Lie é uma variedade equipada com uma estrutura de grupo. Ele possui uma dlgebra
de Lie, que permite trabalhar infinitesimalmente (correspondéncia grupo de Lie ~ dlgebra de Lie).

1913, E. Cartan, Teorema do peso maximo:
As representacoes irredutiveis dos grupos de Lie sdo classificadas por seus pesos maximos.

1935, V. Fock, Zur theorie des wasserstoffatoms:
Descricdo do dtomo de hidrogénio por meio da simetria SO(4) na equagdo de Schrodinger.

1939, Teorema de Myers—Steenrod:
O grupo de isometria de uma variedade riemanniana é um grupo de Lie.



Simetrias em conjuntos de dados 3/28

(1) Certos conjuntos reais exibem objetos simétricos.

{}‘ O espaco de conformacao da molécula CsHi4 € a

{:14 ‘Wﬁ' unidao de uma garrafa de Klein e uma esfera.

[Martin, Thompson, Coutsias & Watson,
W ﬁ' Topology of cyclo-octane energy landscape, 2010]

(2) As transformacgdes euclidianas s3o regidas por representacdes de grupos de Lie.

&R [
o W
B so@%som ~ T?

(3) Simetrias nos sistemas hamiltonianos resultam em leis de conservagdo.

" Apds aplicar permutacao de pixels, as ima-
l!’ gens (imergidas no R™*™) se encontram numa

orbita de representacao de grupo de Lie.

Teorema de Noether (1915): Se o hamiltoniano for invariante sob a
acao de um grupo de Lie, entao existe uma constante do movimento.

dp  O0H dgq O0H

dt ~  dq dt ~ 9p Emmy Noether
1882 - 1935



Formulacao do nosso problema 4/28

Input: Uma nuvem de pontos X = {x;...,zxy} C R™.
Output: Um grupo de Lie compacto GG, uma representacao ¢ no R™, uma érbita O préxima a X.
Orbita de SO(2) no R® Orbita de T2 no RS Orbita de SO(3) no R?

< ;'
Input: /\ﬁ-)/

>

Output:
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Grupos de Lie 6,28

Definicao: Um grupo de Lie G é um grupo que também é uma variedade suave, e tal que o mapa
de multiplicacio (g, h) — gh e o mapa inverso g — g~ ! sdo suaves.

Exemplo: Dado n € N positivo, temos os grupos de matrizes:

e O(n) grupo ortogonal: o conjunto de matrizes ortogonais n x n (A" = A1)

e SO(n) grupo especial ortogonal: matrizes ortogonais n X n de determinante +1

e Sp(2n,C) grupo simplético: matrizes complexas simpléticas n x n

e U(n) grupo unitdrio: matrizes complexas unitdrias n x n (A* = A™1)

e SU(n) grupo especial unitdrio: matrizes unitdrias complexas n x n de determinante +1

Produtos de grupos de Lie sao grupos de Lie:

o 1™ n-toro: o produto SO(2) x --- x SO(2)
T1 + T2
<y1 + y2)
Estrutura de grupo em SO(2) 0 0 Estrutura de grupo em T2 \
(o circulo) ' (o mundo do Pac-Man) (@)
Y2
(]
cos  —sen sopdrvrall I TN | ()
senf)  cosb 0 0 cosy —seny Yl/e
(91 + (92 0 0 seny CcosyY




Representacao de grupos de Lie 7/28 (1/4)

Definicao: Uma representacao de um grupo de Lie G em R"™ é um morfismo de grupo suave
¢: G — GL,(R) (as matrizes invertiveis n x n). Isto é, vale ¢(ab) = ¢(a)d(b).

Exemplo: Obviamente, os grupos de Lie de matrizes vém com uma representacao candnica, pois
ja estao incluidos num espaco matricial.

O(n) — GL,(R)
SO(n) — GL,(R)

Sp(2n,C) — GL,(C) — GL2,(R)
U(n) — GL,(C) — GL2,(R)
SU(n) — GL,(C) — GL2,(R)

Entretanto, existem representacoes mais sofisticadas.

SO(2)

T

GLs(R) GLs(R)

cosf —senb cos30 —sen 36
0 — senf)  cosb sen30  cos 360



Representacao de grupos de Lie 7/28 (2/4)

Definicao: Uma representacao de um grupo de Lie G em R"™ é um morfismo de grupo suave
¢: G — GL,(R) (as matrizes invertiveis n x n). Isto é, vale ¢(ab) = ¢(a)d(b).

Exemplo: Obviamente, os grupos de Lie de matrizes vém com uma representacao candnica, pois
ja estao incluidos num espaco matricial.

O(n) — GL,(R)
SO(n) — GL,(R)

Sp(2n,C) — GL,(C) — GL2,(R)
U(n) — GL,(C) — GL2,(R)
SU(n) — GL,(C) — GL2,(R)

Entretanto, existem representacoes mais sofisticadas.

GL4(R) GL4(R)
cosd —senf 0 O 1 0 0 0
R senff cos6 O O 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0 O cosff —senb
0 0 0 1 GL4(R) 0 O senfl cosb
cos20 —sen 260 0 0
sen26  cos 20 0 0
0 0 coshfl —senHo

0 0 senbHf  cosHo



Representacao de grupos de Lie 7/28 (3/4)

Definicao: Uma representacao de um grupo de Lie G em R"™ é um morfismo de grupo suave
¢: G — GL,(R) (as matrizes invertiveis n x n). Isto é, vale ¢(ab) = ¢(a)d(b).

Definicao: Duas representacdes ¢1,¢2: G — GL,(R) sdo equivalentes se existir A € GL,(R)
tal que ¢2 = AqblA_l.

Elas sao “iguais a menos de mudanca de coordenadas’.

Proposicao: As representacdes de SO(2) em R?" s3o classificadas por Z" /&,, (n-uplas a menos de
permutacdo). Mais precisamente, a (w1, ... ,w,) € Z" é associada ¢y, ... w,): SO(2) = GLa2, (R).

R(wlﬁ)
R(w20) cosf —send
Plwr,..son) (0) = where R(0) = (sen9 cos 6 )



Representacao de grupos de Lie 7/28 (4/4)

Definicao: Uma representacao de um grupo de Lie G em R"™ é um morfismo de grupo suave
¢: G — GL,(R) (as matrizes invertiveis n x n). Isto é, vale ¢(ab) = ¢(a)d(b).

Definicao: Duas representacdes ¢1,¢2: G — GL,(R) sdo equivalentes se existir A € GL,(R)
tal que ¢2 = AqblA_l.

Elas sao “iguais a menos de mudanca de coordenadas’.

Proposicao: As representacdes de SO(2) em R?" s3o classificadas por Z" /&,, (n-uplas a menos de

permutacdo). Mais precisamente, a (w1, ... ,w,) € Z" é associada ¢y, ... w,): SO(2) = GLa2, (R).
R(wlﬁ)
R(w20) cos —senb
Plwr,..son) (0) = where R(0) = (sen9 cos 6 )
R(w,0)

Proposicao: As representacdes de 7% em R?" sio classificadas por (Z")?/S,, (matrizes 2 x n a
menos de permutacdo das colunas).

As representacoes sao estudadas por meio de representacoes irredutiveis.



Orbitas 8/28 (1/3)

Definicao: Seja G — GL,,(R) uma representacdo de G e g € R™ um ponto. A érbita de x( sob
a acdode G é O = {¢(g9)zo | g€ G}.

Exemplo: As érbitas de SO(2) sdo “circulos”.

¢ SO(2) — GLy(R)

A Srbita de (1,0) é O = {(COSQ) 16 € R}

0 (COSH — sen 9) sen 0
senf)  cosb
( [/cos b )
2 Ls(R
‘SO()_>G4(93 . A Srbita de (1,0,1,0) é O = ¢ Se?g 9eR
O — (86(1)19 (:05,0 (1)8) \ 0 )
0 0 01
[ [cos 26 )
e SO(2) — GL4(R) L ) sen 20
s o . A 6rbita de (1,0,1,0) é O = ¢ S |0 R}
0 — (86%20 CO%QQ cos050 —seon 59) L \S¢en 50 J
0 0 sen 560 cos 50

=

P(1,0)

(25\) WJ

¢(2,3,11)

b (2,3,4,11)



Orbitas 8/28 (2/3)

Definicao: Seja G — GL,,(R) uma representacdo de G e g € R™ um ponto. A érbita de x( sob
a acdode G é O = {¢(g9)zo | g€ G}.
Exemplo: As érbitas de SO(2) sdo “circulos”.

Exemplo: As érbitas de T sio “toros”.

e T2 — GLg(R) A 6rbita de (1,0,1,0,1,0) é

cosf —senf O 0 0 0 ( 0
senf cos6 0 4 0 . 0 0 ( COS U + cos
\ 0 0 cos @ — sen 0 0
0 0 0 senf cosb 0 0 0 0 Seneg + sen2,u
0 0 0 0 cos 360 —sen 3 cos 6 + cos
0 0 0 0 sen3f cos360 O = | K ’ (9’ M) c RQ
cos 4 —sen 0 0 0 0 sen@ + sen 2/,L
sen (. cos i 0 0 0 0
; 0 0 cos2pu —sen2pu 0O 0 cos 30 + COS [t
H 0 0 sen 2y cos2p 0 0 L sen 30 + sen v
0 0 0 0 CcCos 4 — sen
0 0 0 0 sen i CoOS U

”

11 —12)

-~




Orbitas 8/28 (3/3)
Definicao: Seja G — GL,,(R) uma representacdo de G e ¢y € R™ um ponto. A érbita de xy sob
a acdode G é O = {¢(g9)zo | g€ G}.

Exemplo: As érbitas de SO(2) sdo “circulos”.

Exemplo: As érbitas de T2 s3o “toros”.

Exemplo: As érbitas de SO(3) e SU(2) sdo “esferas”.
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Problema de trés corpos 10/28 (1/4)

Descricao das trajetérias de trés objetos, sujeitos apenas a influéncia da forca gravitacional mutua.

Sistema arbitrario:

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/1/1
c/Three-body_Problem_Animation_with_COM.gif

Sistema periddico:

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/5
a/5_4_800_36_downscaled.gif

(descobertas por Roger Broucke em 1975)

Solucdes periddicas em forma fechada foram descobertas por Euler em 1740 e Lagrange em 1772.

De acordo com um teorema de Poincaré (1889), n3o existe uma solucdo geral em forma fechada.

Nossa tentativa: dadas as trajetdria =1, 22, x3: R — R? dos trés corpos, forma a trajetdrias total
(.%'1, X, .1'3) R — RG

e V€ se é uma 6rbita de uma representacido de SO(2).



Problema de trés corpos 10/28 (2/4)

Frequéncias da representacao

Trajetérias dos corpos em R2 Trajetdria total em R° o
J P J e distancia de Hausdorff

(0,1,2)

0.22507

(0,1,6)

0.01176




Trajetdrias dos corpos em R?

Problema de trés corpos

Trajetdria total em RO

10/28 (3/4)

Frequéncias da representacao
e distancia de Hausdorff

1.0 A

0.5 4

(0,1,5)
0.0 -
0.5 0.01323
—-1.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
1.5 1
1.0 -
0.5 (O, 17 3)
0.0
-0.5
0.1767
~1.0
~1.5




Problema de trés corpos 10/28 (4/4)

Frequéncias da representacao

Trajetérias dos corpos em R2 Trajetdria total em R° o
J P J e distancia de Hausdorff

1.5 1
1.0 1
0.5 1 (O, 37 4)

0.0 1

0.06893

_1.0 -

_1.5 -

T T T T T T T
-1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5

0.75 4
0.50 ~
0.25 4
(0,1,2)

0.00 +
—0.25 4
0.4521

—0.50 4

—0.75 4

T T T T T T T
-0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 050 0.75
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Espaco tangente e aplicacao exponencial 12/28

Seja G um grupo de Lie, 0 € GG o elemento identidade e g = TG o espaco tangente.

Existe uma aplicacao exponencial, denotada exp: g — G. Ela é suave. Quando GG é conexo e
compacto, ela é sobrejetora.

Exemplo: Para grupos de matrizes, o mapa exponencial é simplesmente a exponencial de matrizes.
B cost —sent ) exp _ 0 —t
.80(2)_{(sent cost)'tER} ¢ 50(2)_{<t O)\tER}

Temos o 0 —t\ [cost —sent s0(2) ~ R
P\t 0) 7 \sent cost

¢ SO0(3)={AcGL3(R)|AT = AL det A=1} «—— 50(3) = (X1, X2, X3), onde
0 0 0 0 0 1 0 -1 0
X1= 0O 0 -1 X2: 0 0 0 X3: 1 0 0
01 0 -1 0 0 0 0 0

Observacao: Qualquer grupo de Lie compacto admite uma métrica Riemanniana (bi-invariante)
para a qual a exponencial de Lie e a exponencial de Riemann coincidem.



Algebra de Lie e colchete de Lie 13/28

Definicao: Uma algebra de Lie é um espaco vetorial g munido de um mapa bilinear g x g — ¢
que satisfaz a identidade de Jacobi.

E denotado por [A, B], onde A, B € g, e chamado de colchete de Lie.

Proposicao: O espaco tangente g = ToG de um grupo de Lie é uma algebra de Lie.

Exemplo: No caso de grupos de matrizes, o colchete de Lie é simplesmente o comutador
A, B] = AB — BA.

Por exemplo, em SO(3), temos [ X1, X3] = X3, [X3, X3] = X e [ X1, X3] = — X5, onde

0 0 O 0 0 1 0 —1 0
Xi1=10 0 -1 Xo=10 0 O Xs=1(1 0 O
0 1 0 -1 0 0 0O 0 O



A correspondéncia grupo~algebra 14/28
A algebra de Lie contém muitas informacoes sobre o grupo de Lie.

Proposicao: Para grupos de Lie simplesmente conexos GG; e Gg, tem-se g1 ~ go — G ~ Gs.

As algebras de Lie permitem estudar representacoes de um ponto de vista infinitesimal.

Proposicao: Dada uma representacdo ¢: G — GL,,(R), existe um morfismo d¢: g — gl,(R) de
algebras de Lie, chamado representacao derivada, de modo que o seguinte diagrama comuta:

G . GL,(R)
eXP/I\ ]\exp
g 20 » gl (R) = matrizes n x n

Definicao: A imagem d¢(g) C gl,,(R) é chamada de algebra de Lie imagem. Ela desempenhar3
um papel fundamental em nosso problema.



. Representacoes e orbitas

. Aplicacao: Problema de trés corpos

. Correspondéncia grupo de Lie - dlgebra de Lie

. Aplicacao: Rotacao de corpos rigidos

. Descricao do algoritmo

. Aplicacao: Espaco de conformacao do ciclooctano

. Garantias tedricas



Tatu rotacionado 16/28 (1/3)

(1) Escolha uma imagem no R?,  (2) Gere varias rotacdes dela, (3) Projete X no R™ por meio
ie., A C Rxnxn, a fim de construir uma nuvem de PCA.
de pontos X C R"*"x™,

Um problema de Machine Learning: dado um z € X, estima o vetor unitdrio F'(z) € R3 que
aponta para a cabeca do tatu.




Tatu rotacionado

Solucao classica: reduz a dimens3o de X por meio de PCA e treina um SVM.

Model

MSE on test data

SVM in dimension 3
SVM in dimension 4
SVM in dimension 5
SVM in dimension 6
SVM in dimension 7
SVM in dimension &
SVM in dimension 9
SVM in dimension 10
SVM on orthogonal coordinates

0.4003
0.2496
0.1295
0.0380
0.0148
0.0119
0.0114
0.0122
0.0066

16/28 (2/3)

Solucao usando grupos de Lie: Nosso algoritmo detecta uma 6rbita de representacdo de SO(3)

em R® que estd préxima a X.

Distancia de Hausdorff: dy (X, O) ~ 0.1909.




Tatu rotacionado 16/28 (3/3)

Coordenadas ortogonais: Vimos que, no R®, X é bem aproximado por uma érbita @ de uma
representacdo ¢ de SO(3). A drbita pode ser escrita como

O ={¢(g9) x| g€ G}

Aém disso, lembre-se do mapa exponencial:

G GL,.(R)

exp exp
do

g > o1, (R)

Cada imagem de x € R® pode ser associada a um elemento de ¢ € g, por meio de

MiN.cqo(3) |z — ¢(exp(c)) - xo|-
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Formulacao do problema: ponto de vista infinitesimals/28 (1/3)

Input: Uma nuvem de pontos X = {x;...,zxy} C R"™.

Output: Uma representacdo ¢ de grupo de Lie compacto G em R” e uma érbita O préxima a X.

Orbita de SO(2) no R® Orbita de T2 no RS Orbita de SO(3) no R?

< ;'
Input: /§> '1

g

>

Output:




Formulacao do problema: ponto de vista infinitesimals/2s (2/3)

Input: Uma nuvem de pontos X = {x;...,zxy} C R"™.

Output: Uma representacdo ¢ de grupo de Lie compacto G em R” e uma érbita O préxima a X.

Idea: Obter a melhor érbita @ minimizando o erro quadratico médio.

Problema: Nao estd claro como calcular a projecao de X em O.



Formulacao do problema: ponto de vista infinitesimals/2s (3/3)

Outra ideia: Lembre-se da representacido derivada

G #»(G) C Sym(0O) c GL,(R)

(b \
exp/l\ exp/l\ exp/[ exp/l\
d¢
> b

g C sym(0) C gl,(R)

Em vez de estimar ¢, busque a dlgebra imagem h = d¢(g). O é obtido exponenciando-a:

O = ¢(G) -z = exp(h) -z = {exp(A)z | A€ h} onde x € O é arbitrario.
Grupo de simetria: Algebra de simetria:
Sym(O) = {P € GL,(R) | PO = O} sym(O) ={P € gl,(R) | exp(P) € Sym(O)}

Hipotese: Supomos que h = sym(O).

Lie-PCA é um algoritmo desenvolvido recentemente, que permite estimar ) a partir de X.
O resultado, denotado h = span{hi,...,hs}, é um subespaco linear de gl (R) de dimens3o d.

[Cahill, Mixon & Parshall, Lie PCA: Density estimation for symmetric manifolds, 2023]



Definicao de Lie-PCA 19/28 (1/2)
Operador Lie-PCA: A: M, (R) — M, (R) é definido como

AA) = — ﬁ[inX} - AT ()|

1<i<N

onde ° H[inX} sao estimativas de matrizes de projecao sobre os espagos normais N,. O,

e II[(xz;)| sdo as matrizes de projecdo nas linhas (z;).

Definimos h como o subespaco gerado pelos primeiros autovetores hy,...,hy de A.



Definicao de Lie-PCA 19/28 (2/2)
Operador Lie-PCA: A: M, (R) — M, (R) é definido como
A(A) = — ﬁ[inX} - AT ()]
1<i<N
onde ° ﬁ[inX] sao estimativas de matrizes de projecao sobre os espagos normais N,. O,
e II[(xz;)| sdo as matrizes de projecdo nas linhas (z;).

Definimos h como o subespaco gerado pelos primeiros autovetores hy,...,hy de A.

Derivacdo de Lie-PCA: Baseia-se no fato de que sym(0) = {4 € M,,(R) | Vz € O, Az € T, 0},
onde T, O denota o espaco tangente de O em x. Em outras palavras,

sym(0) = (] S0  onde 5,0 ={A € M,(R)| Az € T,0},
xeO

Usando apenas a nuvem de pontos X = {x1,...,x N}, consideramos

6 S,.0 = ker (én[(s@ow]),

Além disso, os autores mostram que II|(S,, O)*](A) =II|N,, 0| - A-II|(x;)]. Pomos entdo
[JREAAN -
A = 5 DN X AT

onde ﬁ[NmiX} é uma estimativa de H[Nmi(’)} calculada a partir da observacao X.




Algebra mais préxima |/1l: Espaco de algebras 20/28 (1/3)

Via Lie-PCA, obtemos H um subespaco linear de M,,(R) de dimensdo d. E uma estimativa de b.

Problema: O subespaco E ¢ estimado como se fosse um subespaco linear. Ele pode n3o ser uma
algebra de Lie (para A, B € b, devemos ter AB — BA € h).

Exponenciar uma dlgebra que nao é de Lie, ou uma algebra de Lie que nao
vem de um grupo compacto, pode gerar grandes erros.

N ﬁ Inexato
h exato

As a consequence of the Poincaré separation theorem, the orthogonal projection onto the span
of any ¢ of the bottom eigenvectors of X gives an optimizer of this program. In particular,
the span of any such eigenvectors gives a worthy estimate for sym(A/). One may be inclined
to round this estimate to the nearest member of L(/, d), but we do not attempt this here.



Algebra mais préxima |/1l: Espaco de algebras 20/28 (2/3)

Desejamos projetar i)\ na dlgebra de Lie mais proxima. Trabalhamos em so(n), as matrizes antis-
simétricas n X n. Ele tem dimens3o n(n 4 1)/2. Ele é dotado do produto interno e norma

<A,B> = Zzai’jbi’j and HAH = ZZ@M.

i=1j=1 i=1 j=1

Variedade de Stiefel de algebras de Lie
Veja os subespac¢os d-dimensionais de so(n) como matrizes n(n —1)/2 x d.

Vbie(d s0(n)) é definido como o conjunto de d-uplas de vetores (A, ..., A;) de so(n) normaliza-
dos e ortogonais, com a condi¢do de algebra de Lie: Vi,j € [1,...,n], A;A;—A;A; € (A1,...,Aq).

O problema é

d
min {Z b, — Ail1% | (Aq,...,Aq) € V“e(d,so(n))}
i=1
Variedade de Grassmann de algebras de Lie

Veja os subespacos d-dimensionais de so(n) como matrizes n(n —1)/2 x n(n — 1) /2.

G“¢(d,s0(n)) é definido como o conjunto de matrizes de projecdo ortogonal de posto d em so(n)
com a condi¢do de dlgebra de Lie: Vi, 5 € [1,...,n|, P(Pe;-Pej—Pe;-Pe;) = Pe;-Pe;j—Pe;-Pe,
em que (e1,...,€en(nt1)/2) € uma base ortonormal de so(n).

O problema é min{Hproj[ﬁ] — P||| P € QLie(d,ﬁo(n))}



Algebra mais proxima |/Il: Espaco de algebras  20/28 (3/3)
Escrito explicitamente em forma matricial,

Variedade de Stiefel de algebras de Lie

d Viel[l...,d], A;éuma matriz (n xn),
min}_ b — Ai|* tal que { Vi€ [l....d], AT =-A4,
i=1 Vi, jel...,d), S50 (Ap, AjA; — A;AN? = || AA; — A A2

Variedade de Grassmann de algebras de Lie

(P é uma matriz (n(n+1)/2 x n(n + 1)/2),
R pP2=P,
min ||proj[h] — P|| tal que { P' = P,
rank(P) = d,
X V’L,]G[l,d], P(PBZ"PBJ'—PBJ”PG@'):PGZ"PG]'—PGJ"P&;.

Problema: (1) Esses programas parecem intratdveis (contém a classificacdo das algebras de Lie),
(2) Uma élgebra de Lie em so(n) pode nem mesmo vir de um grupo de Lie compacto.

Idea: Fixe um grupo de Lie compacto G e restrinja a variedade de Stiefel V-(d, s0(n)) e de Grass-
mannian GY(d, s0(n)) as algebras de Lie que sdo imagens de G.
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Doravante, G é um grupo de Lie compacto fixo de dimensao d.

Variedade de Stiefel de algebras imagem de G

V(G,s0(n)) é definido como o conjunto de (Aq,...,Ay) € V-¢(d,s0(n)) para os quais existe uma
representacdo ortogonal ¢: G — SO(n) de modo que d¢(g) seja gerado por (A1, ..., Aq).

Lemma: As componentes conexas de V(G,s0(n)) sdo em correspondéncia com as classes de
equivaléncia de orbita de representacoes de G no R".

Definicao: Dizemos que duas representacdes ¢, ¢': G — GL,(R) sdo érbita-equivalentes se
existir uma matriz M € M,,(R) tal que d¢(g) = Md¢'(g)M . Isto é, suas érbitas sdo conjugadas.
Denotaremos por otb(G,n) um conjunto de representantes das classes de equivaléncia de érbita.

Variedade de Grassmann de algebras imagem de G

G(G,s0(n)) é definido como o conjunto de elementos P € G¢(d, s0(n)) para os quais existe uma
representacdo ortogonal ¢: G — SO(n) de modo que P é a matriz de projecao em do(g).

Lemma: As componentes conexas de G(G,s0(n)) também sdo em correspondéncia com as classes
de equivaléncia de drbita de representacoes de G em R™.



Algebra mais proxima |/Il: Algebras imagem  21/28 (2/3)
Doravante, G é um grupo de Lie compacto fixo de dimensao d.

Variedade de Stiefel de algebras imagem de G

V(G,s0(n)) é definido como o conjunto de (Aq,...,Ay) € V-¢(d,s0(n)) para os quais existe uma
representacdo ortogonal ¢: G — SO(n) de modo que d¢(g) seja gerado por (A1, ..., Aq).

Lemma: As componentes conexas de V(G,s0(n)) sdo em correspondéncia com as classes de
equivaléncia de orbita de representacoes de G no R".

Definicao: Dizemos que duas representacdes ¢, ¢': G — GL,(R) sdo érbita-equivalentes se
existir uma matriz M € M,,(R) tal que d¢(g) = Md¢'(g)M . Isto é, suas érbitas sdo conjugadas.
Denotaremos por otb(G,n) um conjunto de representantes das classes de equivaléncia de érbita.

Lemma: Para qualquer (A1,...,Aq) € V(G,s0(n)), existe p > 1, uma p-upla (B',...,BP) €
otb(G, n) e duas matrizes O € O(n) e P € O(d) tais que, para todos os i € [1...d],

d
Ai = ZPJ,zOdlag(Bf)p OT.

k=1
j=1
Em particular, o subespago (A;,...,Ay) C so(n) é gerado pelas matrizes
: k\P T : k\P T : k\P T
Odlag(Bl)kle : Odlag(B2)k:10 S Odlag(Bp)kle .
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Corolario: O problema min {Hproj[a] — P|| | P € Q(G,so(n))} é equivalente a

(Bl,...,BP) € otb(G,n),

min [projff] — projl(Odiag(BL)_, 0T )]|| tal que {o c O(n)

Observacao: Esse é um problema discreto-continuo.
Se decompde em N problemas de minimiza¢do sobre O(n), onde N é o cardinal de otb(G,n).

Na prética, efetuamos uma descida de gradiente em O(n) (line-search com retracdo QR).

Observacao: Para aplicar esse resultado na pratica, é preciso ter acesso a uma descricao explicita
de otb(G, n). Resolvemos os casos de SO(2), T, SO(3) e SU(2).



Sintese do algoritmo 22/28

Input: Uma nuvem de pontos X = {x1...,zxy} C R™.

Output: Uma representacdo ortogonal g/g de um grupo de Lie compacto G em R" e uma
orbita O préxima a X.

Etapa 1: Ortonormalizacao Aplique reducao de dimensao e ortonormalizac3o.
Etapa 2: Lie-PCA Diagonalize o operador Lie-PCA A: M, (R) — M, (R).
Etapa 3: Algebra de Lie mais préxima Estime E por meio de uma otimiza¢3o sobre O(n).

Etapa 4: Geracao da 6rbita Construa O, = exp(H) - x e verifique que ela esteja proxima a X.

Output S 1.0



6. Aplicacao: Espaco de conformacao do ciclooctano




Confémeros do ciclooctano CsHgg 24/28 (1/3)

Toda molécula admite muitas conformacoes possiveis, chamadas de confomeros.

A molécula de ciclooctano CgHi4 contém 24 dtomos. Cada dtomo tem 3 coordenadas espaciais.
Portanto, um confémero pode ser resumido por um ponto em R™ (3 x 24 = 72).

Ao considerar muitos confémeros, obtém-se uma nuvem de pontos, denotada X C R72.
Ela estd proxima a unido entre uma garrafa de Klein e uma esfera.

[Martin, Thompson, Coutsias & Watson, Topology of cyclo-octane energy landscape, 2010]

Nossa tentativa: verifique se X nao é, na verdade, uma 6rbita de um grupo de Lie.
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Confomeros nao alinhados: Em nosso primeiro experimento, geramos 10.000 confémeros de
ciclooctano, sem alinha-los.

Projetado na dimensao 3, vemos
um cilindro cercado por um circulo.

0.2

0.0

X é projetado no R* e ortonormalizado.

02 Apds descartar 15% dos outliers (cinza),
dois clusters aparecem. Ficamos com o
vermelho.

Eigenvalues of LiePCA operator

Lie-PCA apresenta dois autovalores
27 pequenos, sugerindo um grupo de
0.20 1 simetria de dimensao 2.
0.15
0.10 - LieDetect encontra uma érbita de uma
0.05 representacdo de T2 no R* que coincide
com os dados.

D.GG_ ......................................... . A .

T T - 2 Distancia de Hausdorff d (X, 0) ~ 0.2.

Index of eigenvalue
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Confomeros alinhados: Agora, geramos 10.000 confémeros alinhados.

Projetado na dimensao 3, vemos trés
componentes: uma superficie e dois
] clusters.

0.5

Apds descartar 10% dos outliers (cinza), *°
0s pontos sao agrupados em trés classes.—os
Ficamos com o vermelho.

Eigenvalues of LiePCA operator

os | Lie-PCA apresenta um autovalor
pequeno, sugerindo um grupo de

0.20 1 simetria de dimensao 1.

v 0.15

% 010 LieDetect encontra uma ag¢do de SO(2)
005 | que estabiliza a nuvem de pontos.

Distancia média: dy (X, 0,) ~0.1.

0.00 Ao

Index of eigenvalue
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Ponto de vista da teoria da medida 26/28 (1/3)

Input: X ={z;...,xny} CR" e G grupo de Lie compacto
Modelo: X amostrado préximo a uma érbita O de uma representacao ¢: G — R"

Etapa 1: Ortonormalizacdo via X «+ /Z[X]|* - TIgf, - X.

com X[X] matriz de covaridncia e H;FX] matriz de projecao nos eigenvetores > e.

Etapa 2: Diagonalize o operador A: A+ L SV ﬁ[inX} AT [(x)]

com A € M,(R) e ﬁ[inX} estimativa da projecdo no espaco normal de X.

Etapa 3: Resolve arg min; HH[ Hm H com )4_, primeiros autovetores de A

com h € G(g,50(n)) variedade de Grassmann das subalgebras de Lie imagem de G.

Etapa 4: Construa @x = {eXp(A)x | A€ E}

onde x € X é um ponto arbitrario.

Objetivo: Mostre que O, esta proximo de O



Ponto de vista da teoria da medida 26/28 (2/3)

Input: X ={x;...,2xy} CR"™ e G grupo de Lie compacto
1 medida no R™. E.g., ux medida empirica sobre X

Modelo: X amostrado préximo a uma érbita O de uma representacao ¢: G — R"
1o medida uniforme sobre O
Etapa 1: Ortonormalizacdo via X «+ /Z[X]|* - TIgf, - X.

po4= /Bt H;fu]

Etapa 2: Diagonalize o operador A: A+ & SN TI[N,, X]- A-TI[(z,)]
Alp]: A fgl ﬁ[inX} AT () | dp

Etapa 3: Resolve arg min; HH Hm H com )4_, primeiros autovetores de A

arg min; ||TI[(A Hm h]|| com (A;)¢_, primeiro autovetores de A[y]

Etapa 4: Construa O, = {exp x| A e h}
s, =exp(h) - p
Objetivo: Mostre que O, esta proximo de O

Mostre que Wa (1 g sp0) “ <7 Walu, po)



Ponto de vista da teoria da medida 26/28 (3/3)

Por que trabalhar com Wasserstein e nao com Hausdorff?
e Formalismo natural para grupos de Lie (média com a medida de Haar)
e Possibilita ruido e pontos anémalos

e PCA local n3o é estavel em Hausdorff

Observacao: Nosso objetivo é obter uma desigualdade explicita W (,u@ ,,u@) “<7” Wal(u, po).
Isso é diferente de outros formalismos estatisticos. Em particular, ndo ha lei dos grandes
nimeros/concentragdo.
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Teorema: Seja GG um grupo de Lie compacto de dimens3o d, O uma drbita de uma representacao
quase fiel ¢: G — R"™, potencialmente ndo ortogonal, e [ sua dimensao. Seja » a medida uniforme
sobre O e 5 a medida sobre a orbita ortonormalizada.

Além disso, seja X C R™ uma nuvem de pontos finita e ;x a medida empirica. Sejam gg H e UG
o resultado do algoritmo. Sob hipdteses técnicas, vale que ¢ é equivalente a ¢ e

) 5\ 12
HHVL 5t)m )MFSMX(TJFZL(TZH) )

1 Walix, o) 1/2 5o\ 12\ 1/2
WQ(:“@?:“@)Sﬂ oo +3vd r+4 P+l

onde

B I max(vol(@),vol(é)_l)
°® p= (16l(l + 2)6 ) min(l,reaCh(é))

2 2
® Omax' Omin

: 1/2 v[iwol] \ 2
5 a0 172 (B ) (w09 onde o = tpoan) o, (V]

o primeiro e Ultimo autovalor da matriz de covariancia X|ue]

min Omin min
e 1 é o raio da PCA local ( estimacdo de espagos tangentes)

e )\ o primeiro autovalor diferente de zero do operador Lie-PCA ideal Ap



Robustez 27/28 (2/3)

Teorema: Seja GG um grupo de Lie compacto de dimens3o d, O uma drbita de uma representacao
quase fiel ¢: G — R"™, potencialmente ndo ortogonal, e [ sua dimensao. Seja » a medida uniforme
sobre O e 5 a medida sobre a orbita ortonormalizada.

Além disso, seja X C R™ uma nuvem de pontos finita e ;x a medida empirica. Sejam gg H e UG
o resultado do algoritmo. Sob hipdteses técnicas, vale que ¢ é equivalente a ¢ e

w .
estimar espacos tangentes

P
[11[A] - T sym(O)] [ < 945 (r + 4(Tl+1

1 Walix, o) 1/2 5o\ 12\ 1/2
WQ(“@?“@)Sﬁ oo +3vd r+4 P+l

< Wa(p, o) /40

~ )1/2> trade-off viés e variancia ao

onde

. 1\ max(vol(O),vol(O)™1)
*P= (16l(l + 2)6 ) min(l,reach(@))

2 2
® Omax’ 9min

: 1/2 v[iwol] \ 2
5 a0 172 (B ) (w09 onde o = tpoan) o, (V]

o primeiro e Ultimo autovalor da matriz de covariancia X|ue]

min Omin min
e 1 é o raio da PCA local ( estimacdo de espagos tangentes)

e )\ o primeiro autovalor diferente de zero do operador Lie-PCA ideal Ap
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Hipdteses técnicas: Defina as quantidades

_ Wa(po, px) _ (V[Iluol\] )1/2
w= : V= | —— :
Omin O min
3 1/2 %) A\ —1
&= 4(n+1)*? <@> <w(v + w)) , p= <16l(l + 2)6l> max(vol(0), vol(0) 7).
O min min(1, reach(O))

v = (4(2d + 1)\/5)_1 A T(G,n,wmax) (constante de rigidez das subdlgebras de Lie)

Suponha que w seja suficientemente pequeno, de modo a satisfazer

/2 2 3(1+1) 143 +1
2 1 ! O max ~ . 1 i i
o<((#e3) =)/ (eenzz) sem{(Z) T (wr) )

Escolha dois parametros € e 7 nos seguintes conjuntos nao vazios:

1 -~ - ~
€€ ((QU —|—w)war2nin, §ar2nin}, r e {(Gp)Q -wl/(l“), (GP) 1} A {(4/7)2/(&1) _wl/(l—f—l)’ ’Y]-
Além disso, suponha que

e 0s problemas de minimizacao sao calculados com exatidao,

e sym(Q) é gerado por matrizes cujos espectros vém de vetores integrais primitivos de coordenadas
de no maximo wyax,

e G =Sym(0O).



Conclusao

e Primeiro algoritmo para encontrar o tipo de representacao (ndo apenas como subespaco linear)
e Implementacdo para G = SO(2), T%, SO(3) e SU(2)

e Pode ser adaptado a outro grupo de Lie compacto desde que seja fornecida uma descricao
explicita de suas representacoes

e Experimentos em andlise de imagens, andlise harménica, sistemas fisicos, aprendizado de
madquina e redes neurais equivariantes no https://github.com/HLovisiEnnes/LieDetect

Limitacoes:

e As otimizag¢des sobre O(n) sdo computacionalmente caras e instaveis
e O algoritmo nao lida com drbitas entrelacadas

e Restrito a representacoes de grupos de Lie



Conclusao

Proximo objetivo: Deteccao de acoes através da representacao induzida no espaco dos
campos vetoriais.

G ® . Diff(M)

exp

a ——
Q.
©-
@]
»
T

Modelo: uma amostra X de uma subvariedade M C R™ e um grupo de Lie G.

Problema: estimar agoes de G sobre M. (transitivas? fiéis?)

(1) Construir uma triangulacdo K de M a partir de X (Rips ou Cech, por exemplo).
(2) Considerar uma base de campos vetoriais periédicos sobre K.

(3) Encontrar uma subalgebra de Z°(K) isomorfa a g.



