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1 Colliers et coloriages

On se donne trois perles vertes et trois perles bleues. Combien de colliers peut-on constituer
avec ces six perles 7 On a le droit de faire tourner les colliers sur eux-meémes.
Et si on prend quatre perles vertes et quatre perles bleues 7 Et trois vertes, trois bleues,

trois jaunes ?

Pour aller plus loin : On se donne trois faces vertes et trois faces bleues. Combien de cubes

peut-on constituer ?

2 Balade en chameau

Nous sommes au centre d’un désert, décrit par un carré recollé sur les bords. Le déplacement
sur le carré recollé s’effectue de la fagon suivante : quand on traverse un coté, on réapparait
au meéme endroit sur le coté opposé.

Le carré fait 10km de coté. Le centre est une oasis. Nous choisissons une direction et
langons notre chameau en ligne droite dans cette direction. A quelle condition le chameau

va revenir a l'oasis 7 Et en combien de temps (il se déplace a 3 km/h) ?

Pour aller plus loin : mémes questions avec un désert en forme d’octogone régulier recollé.



3 Rapports harmonieux

Considérons une note de base, par exemple le La, qui correspond a une onde de fréquence
440Hz (Hertz). Cela signifie que lorsque 1'on joue un La sur un instrument, 'onde sonore
effectue 440 oscillations par seconde.

Toutes les autres notes sont aussi caractérisées par leur fréquence. En multipliant ou
divisant la fréquence par deux, on obtient la méme note (plus grave ou plus aigué). Voici
une liste des notes et quelques-unes de leurs fréquences représentatives en Hz (cet accordage

s’appelle la gamme tempérée)
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Il existe un autre systeme pour repérer les notes, 1’échelle musicale. 1l faut se fixer une note

de référence (appelée tonique). Alors toutes les autres notes se reperent par rapport a celle-ci

grace aux intervalles.

Intervalle Rapport de fréquences
fréquence de la note supérieure
B fréquence de la tonique
Unisson 1
Seconde mineure 16/15
Seconde majeure 9/8
Tierce majeure 6/5
Tierce mineure 5/4
Quarte juste 4/3
Quarte augmentée 45/32
Quinte 3/2
Sixte mineure 8/5
Sixte majeure 5/3
Septieme mineure 9/5
Septiéme majeure 15/8
Octave 2
Par exemple, la quinte du La est le Mi, et Ezzieeizi jﬁ 1;/1; = 65:356 ~ g
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On dit souvent qu'un accord de deux notes est harmonieux si le rapport de leur fréquence
est un nombre rationnel tel que sa forme réduite ait un petit numérateur et un petit
dénominateur. On dira aussi qu'on accord de plusieurs notes est harmonieux si chacune
des notes prises deux a deux sont harmonieuses.

Quels sont les accords a trois notes les plus harmonieux ? Et a quatre notes ?

4 Formule d’Euler

Un graphe planaire est obtenu de la facon suivante : on choisit des points du plan, que
I’on appelle les sommets. On peut ensuite choisir de les relier des points distincts par des

segments, appelés arétes, telles qu’elles ne s’intersectent pas.

On appelle face du graphe une région du plan entourée par des segments. Que dire de la

quantité suivante :
nombre de faces - nombre d’arétes + nombre de sommets = ?

Pour aller plus loin : méme question pour des graphes que 1’on dessine sur la sphere.

Pour aller encore plus loin : méme question pour des graphes que 'on dessine sur le tore.

5 Tetris tridimensionnel

On se donne quatre carrés (dans le plan). On appelle piece de Tetris un assemblage de
ces quatre carrés tels qu’ils soient collés bord a bord. Combien de pieces de Tetris peut-on

former 7 On a le droit de faire tourner les pieces sur elles-mémes.

Ensuite, on se donne quatre cubes. Combien de pieces de Tetris tridimensionnelles peut-on

former ? Et a cinq cubes 7

6 Algorithme de Kaprekar

L’algorithme de Kaprekar est un processus qui transforme un nombre entier en un autre.
I1 fonctionne de la fagon suivante : soit m un nombre entier. Soit n’ le nombre obtenu en
rangeant les chiffres de n dans 'ordre décroissant, et n” le nombre obtenu en les rangeant

dans l'ordre croissant. L’algorithme de Kaprekar rend alors le nombre n’ — n”.

Etant donné un nombre de départ, on répete 'algorithme de Kaprekar sur les nombres
obtenus. Si I'on part d'un nombre a deux chiffres, qu’observe-t-on ? Et a trois chiffres 7 Et

a quatre 7

7 Dominos anthragoniens

Les regles du jeu de dominos anthragoniens sont tres simples. Dans un jeu complet, il n’y
a que quatre dominos, de valeur un, deux, trois ou quatre. Un coté de chaque domino est
blanc, I'autre noir. A partir d'un arrangement initial proposé par un joueur, son adversaire
doit mettre, en moins de 13 coups, les quatres dominos dans l'ordre, et avec leur face blanche

visible. A chaque coup, on doit :
e permuter deux dominos adjacents

e ct, en méme temps, retourner un de ces dominos.



Si 'on y parvient pas en moins de treize coups, on a perdu.

Proposez une solution a partir de cet arrangement initial :
4 noir - 3 blanc - 2 noir - 1 blanc

Et a partir de celui-ci :
3 blanc - 2 blanc - 1 blanc - 4 blanc

Plus généralement, quels sont les arrangements initiaux qui permettent de gagner ?

8 Multiplier des points

Les points du plan euclidien sont identifiés par leurs coordonnées cartésiennes (x,y). On
dispose d’une définition de I'addition : (z,y) + (z/,v') = (z + 2/,y + /).

Peut-on peut définir sur ces points une loi multiplicative 7

Définir une loi multiplicative, ¢’est définir une multiplication (x,y) x (', y") = (7,?) pour tous
les couples de points, et telles que cette loi vérifie les mémes propriétés que la multiplication

des nombres réels :
e commutativité : (x,y) x (2/,y) = (2, ¢') X (z,y)

e associativité : ((z,y) x (2',3)) x (2", 9") = (x,y) x ((«',y') x (=", y")

distributivité : ((z,y) + (', ') x (2", y") = (z,y) x (2",y) + (z,y) x (=", y")

élément neutre : pour tout point (x,y), on a (x,y) x (1,0) = (x,y)

existence d’'un inverse : pour tout point (z,y) qui n’est pas (0,0), il existe un autre

point (z',y) tel que (z,y) x (2',y’) = (1,0).

Pour aller plus loin : Peut-on multiplier des points dans 'espace 7

9 Billes

On dispose de 6 billes numérotées de 1 a 6 rangées en ligne. Au premier tour, on barre une
bille sur deux en partant de la premiere ; puis a chaque tour, on barre une bille sur deux
parmi celles restantes. Quelle est le numéro de la derniere bille non barrée ?

On répete la méme expérience pour 1352 billes au départ. Quelle est la derniere bille non
barrée 7 Et plus généralement, pour un nombre quelconque de billes ?

Pour aller plus loin : Que se passe-t-il si ’on choisit de ne barrer qu’'une bille sur trois ?
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