FGV/EMAP, MATEMATICA APLICADA, 3° PERIODO, 2024

CALCULO VETORIAL — TESTE I

Modalidades. Este teste consiste em dois problemas, cada questao valendo um ponto,
em um total de dez pontos. As respostas devem ser argumentadas, e a aplicacdo de
propriedades ou teoremas deve ser feita mediante a verificagdo das hipoteses. Os alunos
tém a opcao de devolver suas respostas por escrito em papel, pessoalmente ou por foto
para o e-mail raphael.tinarrage@fgv.br, ou como um documento escrito com um
software de redacdo matemadtica, enviado para o mesmo e-mail. Este documento serd
entregue aos alunos no 13/03/2024, e o prazo final é o 27/03/2024 as 11h10.

Problema 1 (campos vetoriais fechados no toro). Sejam os conjuntos
L={(z,y,2) R’ |z =0, y =0},
S={(z,y,2) eR® |2 +4? =1, 2 =0},
Q=R*\(LUS)
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(a) Justifique que F' e G sao bem definidos e sao de classe C*°.

(b) Mostre que o rotacional destes campos vale zero.
(c) Da pergunta anterior, podemos concluir que os campos sao conservativos? Detalhe.
(d) Esboce F no plano {(z,y,z) € R*| z =0} e G no plano {(z,y,2) € R? |y = 0}.

(e) Mostre que as duas seguintes curvas sao curvas integrais de F' e G, respectivamente.
Conclua que os campos nao sao conservativos.
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Indicagbes: Um campo vetorial conservativo tem rotacional nulo. Além disso, uma curva
integral para o campo F': R — R? é uma curva v: R — R? tal que v/ = F o~. Se um
campo admite uma curva integral nao-constante e nao-injetora, entao nao é conservativo.

Comentério: Como veremos mais adiante, a existéncia de campos vetoriais conservativos
de rotacional nulo depende da topologia do espaco subjacente. Por exemplo, se o dominio
for simplesmente conexo, entdo tais campos nao existem (esse resultado é o lema de
Poincaré). Por outro lado, o dominio €2 em nosso problema é, topologicamente falando,
um toro (mais precisamente, {2 se retrai em um toro). No toro, héd essencialmente dois
campos vetoriais conservativos com rotacional nulo: sdo os campos F' e G acima.

Problema 2 (velocidade da luz). Neste problema, trabalharemos no espaco R*, cujos
pontos serao denotados genericamente (x,y, z,t), sendo as trés primeiras coordenadas
entendidas como coordenadas espaciais e a quarta como uma coordenada temporal.
Dada uma funcio F': R* — R3, que veremos como um campo vetorial dindmico (ou seja,
dependente do tempo), calcularemos o rotacional (rot), o divergente (div) e o laplaciano
vetorial (V?) com relacdo s coordenadas espaciais. Isto é, denotando (Fy, Fy, F3) as
componentes de F', consideraremos

ot F— OF; 0Fy, OF1 0F3; 0F, OF
oy 0z’ 0z Oxr’ Ox oy )’
. OF  OF, OF
div F= Ox + oy * 0z’
0’F  9*°F,  OF}
_I_
Ox? oy 022
O’F,  0°F,  O°F
2 2 2
Ox2 Oy 022
0*F;  O°F. 2P
s 0T +3 3
0x? oy? 072

V2F =

Este problema trata das equagoes de Maxwell no vacuo sem carga e sem corrente:

divE =0 (1)

divB =0 (2)

Yot F = _f,f (3)
OF

rot B = Ho€o (4)

onde E,B: R* — R? sdo funcoes de classe C?, chamadas respectivamente de campo
elétrico e campo magnético, pg = 4w x 1077 é a permeabilidade do vécuo e e ~ 8.85 x
10712 é a permissividade do vacuo. Além disso, dado w € R, k € R? unitério e n € R3
ortogonal a k, pomos a seguinte fungao, chamada de onda plana monocromatica:
Flopm: R — R? (5)
(x,z,y,t) —> cos ((k:, (z,y, z)> — tw)n.

O termo w é chamado de velocidade, k de vetor de propagagao e n de polarizacao.



(f) Sejam w € R e k,n € R3 ortogonais. Calcule rot Flo k), div Fgpn) € %F(w,k,n).

(g) Seja w € R, k € R? unitario, n € R? ortogonal a k , e define n = %k x n. Além
disso, consideremos as fungoes £ = F 1) € B = F(, ;7). Mostre que E e B sao
solugbes das equagdes (1), (2), (3) e (4) se e somente se w = 1/, /fo€p.

(h) Seja F: R* — R3 de classe C2. Prove que % rot F' = rot %F.

(i) Sejam E, B: R* — R3 solugdes de classe C? das equagoes (1), (2), (3) e (4). Mostre

O*FE

VQE = uoeoiatQ 5 (6)
0’B

V2B = u0607at2 . (7)

Poderemos aplicar o operador rotacional aos membros das equagoes (3) e (4) e
usar a pergunta anterior e a indicagao abaixo.

(j) Dada F: R? — R de classe C?, e denotando genericamente os pontos de R? como
(z,t), considere equagao

0*F 0*F
i T M0 ®)

Mostre que para toda funcio f: R — R de classe C2 e todos (k,w) € R?® x R, a
seguinte fungao é solucao da equagao (8):

F:R? R
(z,t) — f(kz — tw).

Indicacdo: Uma funcio F: R? — R? de classe C? satisfaz a relacdo
rot(rot(F)) = Vdiv F — V*F.

Comentdrio: O resultado da questao (g) é uma das previsoes notaveis das equagoes de
Maxwell: para que uma onda plana seja uma solucao, sua velocidade deve ser igual a
1/\/moeo =~ 2,9 X 108, ou seja, a velocidade da luz. Hoje sabemos que a luz é uma
onda eletromagnética, e este resultado pode parecer tautolégico. No entanto, em uma
época em que esse conhecimento ainda nao estava solidificado, as equagoes de Maxwell
permitiram argumentar a favor da luz como uma onda eletromagnética. Além disso,
vemos na questao (i) que as equagoes admitem, em nosso caso (no vacuo, sem carga e
sem corrente), uma desacoplagem dos campos elétrico e magnético. Elas seguem entao
a equagao da onda. Em geral, a equagao da onda admite uma grande variedade de
solugdes, como vemos na questao (j), no caso unidimensional em espago. No entanto,
ao adicionar as equagoes (1) e (2) de Mawxell, que atuam como valor inicial, mostra-
se que as solugoes sao, na realidade, apenas combinacoes lineares das ondas planas
monocrométicas da equacao (5) (na verdade, precisamos tomar “combinagoes lineares
infinitas”, por meio da teoria das séries de Fourier).



